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owu = f(u), u(0) = wp.

Par exemple un pendule est régi par I'équation,

#(£) = (i)
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On discrétise I'intervalle temporel [0, 1] avec N + 1 points, i.e. avec un pas de temps
At :=1/N, et on approche la solution

In=nAt et un = u(tn).
Pour déterminer (un), on considére une approximation de I'équation différentielle,

, 1 S S
oru = f(u) devient IN; (Un+1 + Z oc,'Un,'> = ;ﬁifn—i'

i=0
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On discrétise I'intervalle temporel [0, 1] avec N + 1 points, i.e. avec un pas de temps
At :=1/N, et on approche la solution

Ih=nAt et un = u(tn).
Pour déterminer (un), on considére une approximation de I'équation différentielle,

, 1 S S
oru = f(u) devient N, (u,m + Z oc,-un,'> = Zﬁifn—b
i=0

i=0

Si le champ de vecteurs u — f(u) est (q + 1)-fois dérivable, alors I'erreur de ce
schéma vérifie

1
max_|u(tn) — un| < cmq/ a0 i
0<n<N 0

pour une certaine constante C > 0 et avec g l'ordre du schéma.
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schéma vérifie

1
max_|u(tn) — un| < cmq/ a0 i
0<n<N 0

pour une certaine constante C > 0 et avec g l'ordre du schéma.

1072
Erreur numérique sur le probléme du
pendule pour des schémas d’Adams-
Bashforth et comparaison avec la con-
vergence théorique.
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1
oty = ——Au + f(u), u(0) = up.
3

<t

A partir d’'un probléme de la forme
ox =g(x) - z,

oV =
v on trouve 1
o =—(g(v) - V), Oz =—-2+9'(0)(9(x) - 2).

Le portrait de phase fait clairement apparaitre une raideur quand ¢ diminue... Mais pas
dans le domaine |z| < ¢!
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En utilisant un schéma de type exponentiel Runge-Kutta, i.e. du type

At
et = S euy ([ olom208500 ) fun),
0

mais d’ordre 2, on observe une convergence pour At ~ €.

0000000000000,

1072

err, on u

1078

10-10

1073 1074 1073 1072 107t

Erreur sur u = (x, z) en fonction de At (gauche) et en fonction de ¢ (droite).

On s'’intéresse alors a l'erreur uniforme, i.e.
I'erreur maximale par rapport a e.
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On dit qu’une méthode est uniformément
précise si son ordre de convergence uniforme
est égal a I'ordre de la méthode, i.e. si

o(Af)
e ol cooo 0D X |
O<S:£50 OrSnnaSXN |U(t,') - U,“ = O(At )
pour g quelconque.
° 0
u-(t
( ) o(At9) (Un)

Sur le schéma, cela se traduit par s = q.
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On dit qu’une méthode est uniformément
précise si son ordre de convergence uniforme
est égal a I'ordre de la méthode, i.e. si

O(Al)
e—>0| —------------- > g
Os:gio I lu(t) — ui| = O(At)
u°(t) (UO) pour Uy quelconque.
O(At9) n 5 :
Sur le schéma, cela se traduit par s = q.
‘ ordre usuel | ordre uniforme objectif
schéma explicite q N/A N/A
Strang 2 1 2
IMEX-BDF q 1x/0z q
RK exponentiel q 1 q
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Introduction aux développements asymptotiques

Exposition de propriétés géométriques

Construction d’'une décomposition ,
u(t) = ] (v(1)) + w(1)

avec Q11 (u) = e~ "Au + O(e), v = FIN(v) non-raide, et w = O(="+1).
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Construction d’'une décomposition ,

u(t) = ] (v(1)) + w(1)
avec QU (u) = e~ "Au + O(e), v = FIl(v) non-raide, et w = O(="+1).
Résolution avec ,i.e.

< cart!

o) - u]. = |(id+ 24) (wte) - )

avec etu = QE’?/],E(V,') +w.
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Introduction aux développements asymptotiques

Exposition de propriétés géométriques

Construction d’'une décomposition ,
u(t) = ] (v(1)) + w(1)

avec Q11 (u) = e~ "Au + O(e), v = FIN(v) non-raide, et w = O(="+1).

Résolution avec ,i.e.

< catt!

o) - u]. = |(id+ 24) (wte) - )

avec etu = QE"/],E(V,) + w;.
Application directe a une EDO

Extension partielle a une EDP avec ajustements ad-hoc.
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La moyennisation en bref
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On considere des problémes a oscillations rapides forcées, qui s’écrivent

8{U€(l’) =0t/ (Us(f)), UE(O) = Uy €Uy C X.

Lespace (X, | - |) est un Banach.
Le champ (0, u) — gs(u) est 1-périodique et continu par rapport a 6.
Ve € (0,e*], le probléme est bien posé pour t € [0, 1]

La solution reste dans un ensemble £ C X pour tout t et .
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On considere des problémes a oscillations rapides forcées, qui s’écrivent

8{U€(l’) =0t/ (Us(f)), UE(O) = Uy €Uy C X.

Lespace (X, | - |) est un Banach.
Le champ (0, u) — gs(u) est 1-périodique et continu par rapport a 6.
Ve € (0,e*], le probléme est bien posé pour t € [0, 1]

La solution reste dans un ensemble £ C X pour tout t et .

Quelques exemples :
Schrédinger non-linéaire, X = HS(T) ;
Klein-Gordon relativiste, X = H5(T) ;

Hénon-Heiles peu chaotique, X = R2 x R? .



ut(t)

Moyennisation et géométrie
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1.0 A
0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6
0.5 1

0.4 1

— =05
€=0.1
———g =

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Solution du probléme jouet sur [0, 1] pour différentes valeurs de e.




Moyennisation et géométrie
[e]e]e] o]

On cherche a écrire la solution sous la forme
£ € € ey—1
Us(t) = &5, oW o (®§) " (uo)

avec (0, u) — ®7(u) un changement de variable 1-périodique et (f, u) — W5 (u) le flot
d’une équation autonome.

5(u) = u+0O() et %w;‘(u):efowf(u).

Dans I'exemple jouet, on peut définir par exemple :

dj = exp (% sin (27r9)> et G" = —-1.
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forme de séries formelles divergentes !
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On cherche a écrire la solution sous la forme
£ € € ey—1
Us(t) = &5, oW o (®§) " (uo)

avec (0, u) — ®7(u) un changement de variable 1-périodique et (f, u) — W5 (u) le flot
d’une équation autonome.

5(u) = u+0O() et %w;‘(u):efowf(u).

Dans I'exemple jouet, on peut définir par exemple :
dj = exp (% sin (27r9)> et G" = —-1.

En général, ®¢ et G° n’existent que sous la
forme de séries formelles divergentes !

On distingue deux types de moyennisation :
Standard : Le choix le plus simple A[®¢] = id.
Un choix moins direct &5 = id.
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On peut avoir envie de considérer un probléme autonome, de la forme
1 .
oy® = Ay )+ B, ¥ (0) =,
avec A qui engendre un 6-flot (0, u) — xp(u) périodique.

On se ramene a un probleme canonique dit
probléme filtré, avec

9o(u) = (Qux—g - B) o xa(u)

La variable filtrée uc s’écrit alors

UE(t) = x—1/ (Y2 (1))

C’est cette variable qui admet un
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Aspects géométriques
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On considére maintenant le probléme en ,
X=RY,
et on s’intéresse aux de la moyennisation stroboscopique.

Pour les preuves, on se concentre sur le caractére hamiltonien.

On dit qu’'un champ de vecteurs (0, u) — ge(u) est hamiltonien s'il est de la forme

0

go(u) = J7 " VuHp(u) avec J=(
Inh O

) et Hy:R*" R
Une application u — ¢(u) est symplectique si elle préserve la structure, i.e.

Bup(u) I~ (Bup(u)) " = J~

Un champ de vecteurs est hamiltonien si et seulement si le flot qu’il
engendre est symplectique.
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On considére d’abord le cas linéaire,
9o (U) = Agu.

Dans ce cas, les applications ¢ et G¢ sont
bien définies pour ¢ petit, et elles sont linéaires.

Si, pour tout § € R/Z, le champ u — Agu, présente une propriété géométrique du type
trace nulle invariant hamiltonien B-Poisson

alors pour ¢ petit, le champ moyen u — G¢u obtenu par moyennisation stroboscopique
présente la méme propriété.
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On considére d’abord le cas linéaire,
9o (U) = Agu.

Dans ce cas, les applications ¢ et G¢ sont
bien définies pour ¢ petit, et elles sont linéaires.

Si, pour tout § € R/Z, le champ u — Agu, présente une propriété géométrique du type
trace nulle invariant hamiltonien B-Poisson
alors pour ¢ petit, le champ moyen u — G¢u obtenu par moyennisation stroboscopique

présente la méme propriété.
Pour le cas hamiltonien, on a avec S, = wsJ=1 (ws)7,

d%Sf =G°S+S(G)"  ouenoutre S;=5.=J"

En posant LM = G°M + M(G?) T on a pour ||| < log(2),

0=(/-e"h)S dou 0=>" %(/ — 1) Sy = —log(e°1)Sy = —<L S,
k>1
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Pour conduire notre analyse, on introduit les espaces
Kp:={u+10, (ul)ekKxXc|lc<p}.

ou encore graphiquement,

Ko

K -= -
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Pour conduire notre analyse, on introduit les espaces
Kp:={u+10, (ul)ekKxXc|lc<p}.

ou encore graphiquement,

Ko

X
) K

=S
I
I
I
N

Pour une fonction u € K, — ¢(u), on définit la norme
lello = sup [e(u)l.
ueK,

Le champ (0, u) — go(u) est u-analytique sur K, de rayon partout > 4R. En outre,

V0 € R/Z, |lgollar < M.
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Sous cette hypothése d’analyticité, a tout ordre n € N on peut construire un
développement asymptotique' avec (6, u) — d>£9"](u) et u— G sur Kgp, tel que

vte[0,1], |u(t) — o o wl(uy)| = 0=,

€0

pour tout rang n € N, a la condition ¢ < — avec g = M/(4R). En outre,

G lgr < 2M.

1 Castella, Chartier, Méhats, and Murua 2015
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Sous cette hypothése d’analyticité, a tout ordre n € N on peut construire un
développement asymptotique' avec (6, u) — d>[9"](u) et u— Gl sur K3pg, tel que

vte[0,1], |u(t) — o o wl(uy)| = 0=,

pour tout rang n € N, & la condition ¢ < n€o " avec g = M/(4R). En outre,

G |am < 2M.

Si, pour tout 6 € R/Z, le flot généré par u — gy (u), présente une propriété
géométrique du type

préserve le volume symplectique
préserve une fonctionnelle / B-symplectique

alors pour ¢ petit, le t-flot (¢, u) — \U&”](u) engendré par champ moyen u — Gl (u)

présente la méme propriété & O(e"+') prés sur K

1 Castella, Chartier, Méhats, and Murua 2015
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On définit B; I'erreur de symplecticité,
By(u) = 8uWi™(u) u= 1 (auW(u)) T — U,
Elle vérifie une équation de la forme
d
a Bi(u) = Lo(u)Bi(u) + Si(u),  [|Boll2m, l|Bellor < o™

avec Li(u)M = 9,Gl" (ur) M+ M(9,G" (1)) T ot up = Wi (u), et S = LJ~7.

supllLillzn < C et Se(u) = So (W (w)),

En particulier, L et S sont transportés par Gl™.
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On définit B; I'erreur de symplecticité,
By(u) = 8uWi™(u) u= 1 (auW(u)) T — U,
Elle vérifie une équation de la forme

d

a Bi(u) = Le(u)Bi(u) + St(u), I1Boll2g; | B-ll2p < e

avec Li(u)M = 9,Gl" (ur) M+ M(9,G" (1)) T ot up = Wi (u), et S = LJ~7.

supllLillsn < C et Si(u) = So(¥[" (W),
<e
En particulier, L et S sont transportés par Gl™.

On montre Sy = O(¢") pour en déduire
B; = O(e").

En effet d’aprées le lemme de Gronwall,

sup [|Billp < e <a5" + sup ||3t|n> ¢
t<e t<e
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Par intégration de 'EDO sur B; sur [0, €] et par inégalité triangulaire, on a

1 €
— / Sidt
€Jo

1 5
szasuf/ ILellgdt - sup |Bell.
R €Jo t<e
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Par intégration de 'EDO sur B; sur [0, €] et par inégalité triangulaire, on a

1 =
[ [ e
€Jo

< 2ae + <a5” + sup ||St||/q> eCeC.
t<e
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Par intégration de 'EDO sur B; sur [0, €] et par inégalité triangulaire, on a

1 =
[ [ e
€Jo

Par intégration par parties,

< 20"+ | as”" +sup||St||g | £Ce°C.
R t<e

1/ s,dt:so+/“(1 —t/e)3Sdt,  avec  8S = ayS,- G,
g Jo 0
ce qui donne finalement

g -
ISolla < 20" + <a +sup suq> 2o + 2 sup [0, -2M
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Par intégration de 'EDO sur B; sur [0, €] et par inégalité triangulaire, on a
1 €
H - / Sdt|| < 20" + <a5” + sup ||St||/q> eCeC.
€ Jo t<e
Par intégration par parties,
1 £ €
! / Sidt = S, +/ (1—t/e)3Sdt,  avec &S = uS,- G,
€ Jo 0

ce qui donne finalement

13
1Sollr < 20" + (=" +sup || Sil|p | Ce™ + 5 sup [|0uStll 5 - 2M
t<e 2 t<e

R

On exploite le caractére transporté de S, i.e. lidentité
St =Spowl
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Par intégration de 'EDO sur B; sur [0, €] et par inégalité triangulaire, on a
1 €
H - / Sdt|| < 20" + <a5” + sup ||St||/q> eCeC.
€ Jo t<e
Par intégration par parties,
1 £ €
! / Sidt = S, +/ (1—t/e)3Sdt,  avec &S = uS,- G,
€ Jo 0

ce qui donne finalement

13 -
[Sollp < 20" + <a:” +sup ||3x|n> eCe™C + 2 5up ll9uStll - 2M
<e <e

R

On exploite le caractére transporté de S, i.e. lidentité
St =Spowl

On définit
R n

n = et = —.
" nd T am

Alors pour t < e <ep,ona \U£”](u) € KR4r,/2, donc
sup 1Stlle < 1Solla+rm/2 < 1SollR+rm
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Si ¢ est analytique et bornée sur IC,, 5, alors on a

]
Nouell, < s liellors-
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Si ¢ est analytique et bornée sur IC,, 5, alors on a

]
Nouell, < s liellors-

Par application directe de cette estimation,
) 2 2
N0uStllg < —NIStlla+rm/2 < —1SollA+r-
I'n I'n

On obtient finalement une estimation de la forme

€
HsollﬂéN<5"+;H50\\R+rn>7 S
n

(dessin a échelle libre, rp, = R/(n + 1))
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Si ¢ est analytique et bornée sur IC,, 5, alors on a

]
Nouell, < s liellors-

Par application directe de cette estimation,
) 2 2
N0uStllg < —NIStlla+rm/2 < —1SollA+r-
I'n I'n

On obtient finalement une estimation de la forme

£
1Solln < # ( T —Hso\mrn) 7
En

(dessin a échelle libre, rp, = R/(n + 1))
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Cas analytique — Preuve 3/ 3

Estimation de Cauchy

Si ¢ est analytique et bornée sur KC,,, 5, alors on a

1
Nowell, < 5 lellprs-

Par application directe de cette estimation,
2 2
10uStllg < =IStllp+r/2 < —1SollA+r,-
I'n I'n
On obtient finalement une estimation de la forme

£
ISollm < # (e”+ ;n||30||R+rn) ,

(dessin a échelle libre, r; = R/(n+ 1))
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Cas analytique — Preuve 3/ 3

Estimation de Cauchy

Si ¢ est analytique et bornée sur KC,,, 5, alors on a

1
Nowell, < 5 lellprs-

Par application directe de cette estimation,
2 2
N0uStllp < —1IStlA+m/2 < —lISollA+m-
n 'n
On obtient finalement une estimation de la forme
€
ol < (=" + ZlSolai, )
€n
et donc de proche en proche,

n
IS5
1Solls < (n;) ISollzAr, + O(").
[ |

(dessin a échelle libre, r; = R/(n+ 1))
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La construction d’un probléme micro-macro

Un résultat de précision uniforme
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On cherche a résoudre le probléme de Cauchy
ox = a(x, z), x(0) = xg € R%
A
dz= ——z4+b(x,z), 2z(0)=2z € R%
g

sur [0, T] pour € € (0,e*] (pas forcément petit), avec a, b analytiques. La matrice A est
un terme de (de dynamique des populations, collisions cinétiques, etc).
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[o] Je]ele)

On cherche a résoudre le probléme de Cauchy
ox = a(x, z), x(0) = xg € R%
A
dz= ——z4+b(x,z), 2z(0)=2z € R%
g

sur [0, T] pour € € (0,e*] (pas forcément petit), avec a, b analytiques. La matrice A est
un terme de (de dynamique des populations, collisions cinétiques, etc).

En posant u = <§> € RY, on peut écrire le probléme sous forme plus compacte

8tU:*éU+f(u)7 U(O):U(). (1)
g

Le champ de vecteur u — f(u) est analytique ;
La matrice A est diagonale semi-définie positive ;
Les valeurs propres de A sont entiéeres.
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Il existe un taux v > 0 et une application x — eh®(x) tels que la solution (x, z) vérifie
|2(t) — eh® (x(1))| S e V=,
Ainsi, pour t > elog(1/¢), la dynamique est non-raide et z est de taille O(e).

%10
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Il existe un taux v > 0 et une application x — eh®(x) tels que la solution (x, z) vérifie
|2(t) — eh® (x(1))| S e V=,
Ainsi, pour t > elog(1/¢), la dynamique est non-raide et z est de taille O(e).

%10

%, 1 g 06 04

Pour une erreur numérique e; = u(t;) — u;, on considére la norme

. A
leile == ‘(Id + *> e
g

ce qui renormalise la composante z par 1/ sans modifier la composante x.

)
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La construction d’un probléme micro-macro
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Supposons qu’on peut écrire
u(t)y =9Qj,. (v(t)) avec v=F°(v).
En injectant cet ansatz dans d;u = —iAu + f(u) on obtient

8-Q% (u) + AQS (u) = 5( fo Q5 (u) — 9uQ5 (u)Fe (u) )
AIO%]-
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Supposons qu’on peut écrire

u(t)y =9Qj,. (v(t)) avec v=F°(v).
En injectant cet ansatz dans d;u = —iAu + f(u) on obtient

8-Q% (u) + AQS (u) = 5( fo Q5 (u) — 9uQ5 (u)Fe (u) )
AIO%]-

Avec un paralléle a 'image de 0 + A, on peut choisir

(Q°) =id et alors Fe = (fo QF).

Ici, le projecteur (- ) extrait la composante en
7 — e~ 74 d’une série exponentielle.
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Supposons qu’on peut écrire
u(t)y =9Qj,. (v(t)) avec v=F°(v).
En injectant cet ansatz dans d;u = —iAu + f(u) on obtient

8-Q% (u) + AQS (u) = 5( fo Q5 (u) — 9uQ5 (u)Fe (u) )
AIO%]-

Avec un paralléle a 'image de 0 + A, on peut choisir

(Q°) =id et alors F& = (foQf).

Ici, le projecteur (- ) extrait la composante en
7 — e~ 74 d’une série exponentielle.

On effectue un développement asymptotique en posant

@ + A —eaQll],, QP —e A et FI = (foqQl).
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On définit 1" le défaut, i.e. I'erreur dans 'équation homologique sur Q7. FInl,

A= Lo, 4 yal (foql™ —a,0l. FIT).

£

Avec ces définitions, pour e < £y/(n+ 1), les applications QI", FI"l et 57l sont bien
définies et sont u-analytiques. En outre,

Le changement de variable 7 — Q[T"] est proche de 7 — e~ 74 au sens
8 (QL"J - e*TA) = O(e).
Le champ de vecteurs FI"l est borné indép. de « (i.e. il est non-raide)

Le défaut et ses dérivées 9.°nl" sont de taille O(e"), et (5[} = 0.
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Etant donné une série exponentielle - = >4 ake ¢ = [Zk>0 akg"] P ,le
> > p—

projecteur (- ) est donné par

() ! /027r (Z ei(k—A)Gm)de = Ale™"wil.

2r >0

2Chartier, Lemou, Méhats, and Vilmart 2020
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Etant donné une série exponentielle - = >4 ake ¢ = [Zk>0 akg"] P ,le
> > S

projecteur (- ) est donné par

1 27 . i
()= 5- /0 (Z e’("*“)gak>d9 = Ale "]

k>0
On se raméne a un
Oy = éAy — if(y).
On peut faire une construction de 2
y(t) = ] 0w o (") (10),

avec dt“’w = Gl o \IJE”] et Afe="# oll] =id.

2Chartier, Lemou, Méhats, and Vilmart 2020
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Etant donné une série exponentielle - = >4 ake ¢ = [Zk>0 akg"] P ,le
> > S

projecteur (- ) est donné par

1 27 . i
()= 5- /0 (Z e’("*“)eak>d9 = Ale "]

k>0
On se raméne a un
oy = éAy —if(y).
On peut faire une construction de 2
y(t) = ] 0w o (") (10),
avec dt“’w = Gl o \UE”] et Afe="# oll] =id.

On exploite ainsi les résultats sur les problémes
hautement oscillant.

2Chartier, Lemou, Méhats, and Vilmart 2020



Relaxation rapide et précision uniforme
[e]e]e] o]

Etant donné une série exponentielle o, = > k>0 axe™ kT = [Zk>0 akfk] le

|e=e="
projecteur (- ) est donné par

() ! /027r (Z ei(k—A)Gak>d9 = Ale™"wil.

o k>0
On se raméne a un
oy = éAy —if(y).
On peut faire une construction de 2
y(t) = ] 0w o (") (10),
avec dt“’w = Gl o \IJE”] et Afe="# oll] =id.

On exploite ainsi les résultats sur les problémes
hautement oscillant.

On reconstruit ensuite les applications du probleme de relaxation avec
ol = ST e g (o) et FlU = iGl,
keN
avec ¢ les coefficients de Fourier. Moralement, Q[,,”] = d>£”].

T

2Chartier, Lemou, Méhats, and Vilmart 2020
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On décompose maintenant la solution du probléme d’origine en deux parties,
1
u(ty = Q7 (v(1)) + w(t) avec du=——Au+ f(u).
/& €

On étudie alors le probléme micro-macro en (v, w), qui s’écrit

ov = Flil(v),

1
ow=——Aw + L (ng}]g(v), W) w— r;yj];(v),

avec comme conditions initiales v(0) = (Q([)”])*1 (up), w(0) =0, et ou

Llv,w)w=f(v+w)—f(v) = </1 6uf(v+uw)du> w
0
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On décompose maintenant la solution du probléme d’origine en deux parties,
1
u(ty = Q7 (v(1)) + w(t) avec du=——Au+ f(u).
r= &€
On étudie alors le probléme micro-macro en (v, w), qui s’écrit
Bv = F[”]( v),

ow = 77AW+ L( [n] _(v), W) — U;n] (v),
avec comme conditions initiales v(0) = (Q([)”])*1 (up), w(0) =0, etou

Llv,wyw=Ff(v+w)—f(v) = (/1 8uf(v+uw)du> w
0

Le probléeme est bien posé jusqu’a un temps indépendant de ¢ et n, et
(i) v estréguliere et bornée (i) ||w]loo = O™
(ii)) 10~ EM oo = O("*) (iv) [1op+ EM )y = O(e"®)

avec ElM = 9w + 1Aweta € N.
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Un résultat de précision uniforme
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On résout le probleme numériquement a des temps () avec un pas de temps At,
dv = FlIl(v),

1
ow = ——Aw + L <Q£7]:(V). W> w— r;yj]:(v)

Apres calcul de la solution (v;, w;) avec un schéma exponentiel RK (ERK) d’'ordre

n+ 1, 'erreur sur la reconstruction u; = Q£_”/]€(v,-) + w; est uniforme d’ordre n + 1, i.e.
i

sup |u(ty) — uj|_ < CAt™.
0<i<N

avec C indépendante de ¢ et |e|: = ’(1 + 1EA) e‘.

3Hochbruck and Ostermann 2004
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On résout le probleme numériquement a des temps () avec un pas de temps At,
av = Fll(v),

1
ow = ——Aw + L (an]z(v), W> w— r;g'j]f(v)

Apres calcul de la solution (v;, w;) avec un schéma exponentiel RK (ERK) d’'ordre

n+ 1, 'erreur sur la reconstruction u; = Q£_”/]€(v,-) + w; est uniforme d’ordre n + 1, i.e.
i

sup |u(ty) — uj|_ < CAt™.
0<i<N

avec C indépendante de ¢ et |e|: = ’(1 + %A) e‘.
Lerreur sur w peut étre quantifiée® a 'aide de EIM = o,w + 1 Aw,
|w(t) — wl, < car (o EMee + 07 EM)| 1)
et d’autre part comme v est non-raide, son erreur vérifie |v(t;) — vj| < CAt"! . t;, d’ou

~ ] t
[l (vt 9 (w)| < Gattt 4+ Lae 4. carm

3Hochbruck and Ostermann 2004
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On vérifie ce résultat sur le cas jouet non-linéaire suivant :

a-2() )~
1

— =z X#x2.
€

X

z

Aprés résolution du probléme micro-macro aux ordres n = 1,2 avec un schéma ERK,
on reconstruit u; = ol (v;) + w; et on trace l'erreur uniforme.

ti/e
g - .—.—.—.—.—.—.—.—.—.—.—.—.
1072
107
S -
3 £
3 .. © 107
g 107 & o <
- orig. [ERK2] 1
% —- slope -1 g 107 1
g 10712 4 dev 1 [ERK2] 2 - At=272
slope -2 10 1 At =277
1015 4 . —#- dev 2 [ERK3] 10714 - At=27-12
P —- slope -3 —h— At=27-17
1075 1074 1073 1072 107! 1074 103 1072 107t
At €
Maximum d’erreur pour ¢ = 2=k (k = 3,...,15) en fonction de At (gauche), et erreur en fonction de

pour différentes valeurs de At dans le cas n = 2 avec un schéma ERK3 (droite).
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On cherche maintenant & appliquer cette méthode a I'’équation du télégraphe
Otp+ 0xj =0,
O + 50 =~ 51,
qui correspond a I'équation de BGK avec v € {—1, 1}. En supposant des conditions
périodiques aux bords, on écrit le probléme en coefficients de Fourier (sans chapeau),
Op +igj =0,

3 1.
i+ =p=——j.
U+ 5P =2/

Dans ce cas, on peut tracer les valeurs propres exactes du probleme.

= S
[J]
2 £
3 3
w w
-1.0 4 14
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
3

€€
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Pour démarrer le développement micro-macro, on choisit une variable z appropriée

P
-/ 1+ re2e2”

Ceci correspond & une relaxation de type Rosenau.*

Le probléme micro-macro a I'ordre 1 requiert une relaxation supplémentaire,

2
1 5
2.2 = (o5r2) + T ()

On obtient alors un champ FI'l raide, mais stable et diagonal

2¢2 2¢2 1
P O S e’ ( ) (*P) .
(p.2) 1+ ke2g? + 1+ ke2g? o 1+ ke2g? z

Ce raisonnement ne peut pas étre étendu tel quel aux ordres supérieurs.

4Schochet and Tadmor 1992
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0.2
—— exact
004 —0 I e direct approx.
—~—- order 0
0.2 —-- order1
-0.4 4
e e o T
—0.6 .‘.‘
-0.8
-1.0 :
12— - — - - - -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
23

Partie réelle des valeurs propres de I'équation
développement micro-macro.

du télégraphe et leur approximation apres
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Avec cet développement micro-macro d’ordre 1, on peut résoudre I'équation du
télégraphe avec un ordre de convergence amélioré si la partie macro est exacte.

On choisit des données initiales arbitraires réguliéres,
cos(X) i 1 3
p(O,X):e ) et /(va): ECOS (X)7

et la convergence est donnée dans la figure suivante.

-1 107!
107 4 g orig. ,
10-2 ] =+ slope 1 = 1077 §
dev 1 =z 102 4 -
~ 10-3 slope 2 —h— At=27-13
S 1074 {
ﬁi 107 ] £ 105
%1075 4 T 10¢ 4
s
E 106 ] 1077 {
1078 {
1077 4
107° 4
1074 1073 1072 10° 10 10 1072 107! 10°
At €
Maximum d’erreur H' pour e = 2=k (k =0, ...,18) en fonction de At (gauche), et erreur en fonction de

e pour différentes valeurs de At avec la méthode micro-macro et un schéma ERK2 (droite).



Moyennisation :
v Nouvelles preuves sans construire de développement asymptotique
v/ Géométrie et commutation & O(e™+) prés
X Géométrie de moyennisation exacte non traitée
Relaxation rapide :
v/ Lien avec la moyennisation
v/ Développement asymptotique a un ordre arbitraire
v/ Amélioration de I'ordre de convergence
Extension partielle a des EDP
X Ordre restreint pour les EDP



Moyennisation :
v Nouvelles preuves sans construire de développement asymptotique

v/ Géométrie et commutation & O(e™+) prés

X Géométrie de moyennisation exacte non traitée
Relaxation rapide :

v/ Lien avec la moyennisation

v/ Développement asymptotique a un ordre arbitraire

v/ Amélioration de I'ordre de convergence

Extension partielle a des EDP

X Ordre restreint pour les EDP

Publication :

P. Chartier, M. Lemou, L. T. A uniformly accurate numerical method for a class of
dissipative systems, Math. Comp. (2021)



Moyennisation :
v Nouvelles preuves sans construire de développement asymptotique

v/ Géométrie et commutation & O(e™+) prés
X Géométrie de moyennisation exacte non traitée
Relaxation rapide :
v/ Lien avec la moyennisation
v/ Développement asymptotique a un ordre arbitraire
v/ Amélioration de I'ordre de convergence
Extension partielle a des EDP
X Ordre restreint pour les EDP
Publication :
P. Chartier, M. Lemou, L. T. A uniformly accurate numerical method for a class of
dissipative systems, Math. Comp. (2021)
Perspectives :
Multiplicateurs de Fourier pour des problémes hyperboliques avec relaxation
Résultats existant pour les problémes hautement oscillant
Extension aux valeurs propres non résonantes
Calcul micro-macro automatique, sans dérivée
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