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1 Curriculum Vitae

© Expérience d’enseignement et de recherche

Post-doctorant - Inria Nancy - Grand-Est @ Strasbourg @ jan. 2023 - déc. 2024

Apprentissage par réseaux de neurones pour équations différentielles géométriques.
Equipe Inria MACARON (anciennement TONUS), avec Emmanuel FRANCK, Laurent NAVORET et Clé-
mentine COURTES.

Kholleur (60 heqtd) - Lycée Kléber @ Strasbourg @ sept. 2024 - juin 2025

Evaluations orales hebdomadaires de mathématiques en MPSI.

Vacataire (35 heqtd) - Univ. Strashourg @ Strasbourg @ sept. 2023 - jan. 2024

Cours & TP de méthodes numériques pour les EDP, en M1.

Vacataire (35 heqtd) - Univ. Strashourg @ Strasbourg @ jan. 2023 - juin 2024
TD & TP d’analyse numérique niveau L2, en formations Informatique et Mathématiques.

ATER Temps Plein (180 heqtd) - Grenoble INP ® Grenoble @ oct. 2021 - ao(it 2022

Enseignements a I'Ensimag (Grenoble INP), niveau L3 & M1.
Membre du Laboratoire Jean Kuntzmann (Univ. Grenoble-Alpes)
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L. Trémant

Doctorant - Inria Rennes - Bretagne Atlantique ® Rennes @@ oct. 2018 - déc. 2021
Titre  Méthodes d’analyse asymptotique et d’approximation numérique
Sous-titre  Problémes d'évolution multi-échelles de type oscillatoire ou dissipatif

Directeurs  Philippe Chartier Mohammed Lemou
I Inria & ENS Rennes I CNRS & ENS Rennes
@ philippe.chartier@inria.fr @ mohammed.lemou@univ-rennesi.fr

Affiliation  Institut de Recherche Mathématique de Rennes, Univ. Rennes 1
Equipe MINGUS, Inria Rennes - Bretagne Atlantique

Soutenance 8 décembre 2021

Manuscrit  https:/tremelow.github.io/work/phd/phd-thesis_LTremant.pdf

Composition  Francois CASTELLA Professeur (IRMAR Univ Rennes 1) Président
dujury Pauline LAFITTE Professeur (CentraleSupélec) Rapporteur
Katharina SCHRATZ  Professeur (Sorbonne Université) Rapporteur
Gilles VILMART Maitre d’enseignement et recherche Examinateur

(Univ. Genéve)

Philippe CHARTIER Directeur de recherche (Inria, IRMAR  Directeur
Univ. Rennes 1)

Mohammed LEMOU Directeur de recherche (CNRS, Co-directeur
IRMAR Univ. Rennes 1)

Vacataire (126 heqtd) - Univ. Rennes 1 ® Rennes @ sept. 2019 - juin 2021

IUT, formation GEIl : Encadrement de TP (L1-L2) - 112h
Université : Oraux blancs CAPES et encadrement de TP (L2) - 8+12h

Stagiaire (M2) - Inria Rennes - Bretagne Atlantique ® Rennes @ avril 2018 - aolt 2021
Etude d’un développement double-échelle pour les problémes a relaxation rapide

Stagiaire (M1) - Univ. Roskilde, Danemark @ Roskilde, DK i avril - aot 2017

Simulation d’épidémies de rougeole a partir de données réelles

© Formation académique

Doctorat en analyse numérique - Univ. Rennes 1 @ 2018 - 2021

Master 2 en mathématiques appliquées - Univ. Paris-Saclay i 2017 - 2018
Spécialité en Analyse, Modélisation et Simulation, en paralléle de ma formation ingénieur

Diplome d’ingénieur généraliste - ENSTA Paris i@ 2015 -2018
Spécialisation en Modélisation et Simulation, approche Recherche et Innovation

Classes préparatoires MPSI/MP* - |ycée Clemenceau, Nantes i 2013 - 2015

GCSEs - lIfracombe Arts College, Angleterre @ 2010 - 2011
Dipléomes en Mathématiques, Anglais et Musique aprées une année dans une famille d’accueil
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© Langages de programmation

Julia

Python

C++

MATLAB

LaTeX

Rust

Implémentation de méthodes numériques depuis ma thése dans différents
contextes d’analyse numérique, e.g. convergence de schémas numériques tempo-
rels (standards, exponentiels, géométriques), de différences finies ou de méthodes
d’'optimisation. Enseignement pour les différences finies en M1.

Enseignement d'outils d’analyse numérique (Numpy, Matplotlib, Scipy, notebooks
Jupyter). Utilisation de TensorFlow (Keras) et PyTorch pour I'apprentissage par ré-
seaux de neurones.

Enseignement de programmation orientée objets en M1, sur les sujets de la géné-
ration aléatoire et de la simulation de particules.

Enseignement de Scilab a I'lUT de Rennes. Utilisation de MATLAB pendant mes
études en formation ingénieur pour les méthodes numériques et pendant mon
stage de M2.

Rédaction de documents scientifiques et enseignement de l'outil.
Illustration des concepts probabilistes et d’analyse statistique simples.

Projets personnels dans le cadre de '’Advent of Code 2022.
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2 Activités de recherche - Publications & Séminaires

© Publications

¢ Revues internationales avec comité de relecture

[T1] Philippe Chartier, Mohammed Lemou et Léopold Trémant. « A uniformly accurate nume-
rical method for a class of dissipative systems ». In : Mathematics of Computation 91.334
(2022), p. 843-869.

¢ En cours de révision

[T2] Brigitte Bidegaray-Fesquet, Clément Jourdana et Léopold Trémant. « Multi-frequency ave-
raging and uniform accuracy towards numerical approximations for a Bloch model ». 2023.
Révisions mineures.

¢ En préparation

[T3] Philippe Chartier, Mohammed Lemou, Florian Méhats et Léopold Trémant. « Averaging in
a Nutshell ». 2023. En prép.

[T4] Clémentine Courtés, Emmanuel Franck, Michael Kraus, Laurent Navoret et Léopold Trémant.
« Neural symplectic forms based on discrete Lagrangians for long-time simulation ». 2024.
En prép.

¢ Theése de doctorat

[T5] Léopold Trémant. « Méthodes d'analyse asymptotique et d’approximation numérique : pro-
blémes d'évolution multi-échelles de type oscillatoire ou dissipatif ». Thése. Université de
Rennes, déc. 2021.

© Participation a des écoles d’été

Transport in Physics, Biology and Urban traffic - CEMRACS ® Marseille @ été 2022

Travail sur le projet « Méthode de tenseurs pour la résolution de modéles de jeux a champ moyen »
de Virginie EHRLACHER & Luca NENNA, avec Laila BAROUKH & Damien PREL.

© Présentations lors de séminaires et congrés

fév. 2024 Learning non-canonical Hamiltonian dynamics (exposé)

® Bordeaux Seminaire de Calcul Scientifique et Modélisation, Institut de Mathématiques de
Bordeaux

nov. 2023 High-order averaging and machine learning (exposé)

® Genéve Seminaire d’analyse numérique, Section de Mathématiques, Univ. Geneve
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mai 2023

@ Sicile

mars 2023
@ Grenoble

oct. 2022
@ Strasbourg

oct. 2021
@ Bordeaux

oct. 2021

@ Palaiseau

déc. 2020

® enligne

mars 2020

@ Rennes

juin 2019
@ Nantes

Geometric numerical methods and machine learning for highly-oscillatory problems
(exposé)

Math 2 Product (M2P) 2023, Session 1S25 - Model Reduction, Calibration and
Optimal Control for Plasmas

Simulation en temps long de systémes hautement oscillants (exposé 45min)
Séminaire AMAC (EDP-AIRSEA-CVGI), Laboratoire Jean Kuntzmann

Autonomous geometric averaging and numerics (exposé 50min)
Séminaire Equations aux dérivées partielles, IRMA

Décomposition micro-macro et problémes a relaxation rapide (exposé 30min)
Groupe de travail « Modéles et méthodes pour les équations cinétiques »

Développements micro-macro et précision uniforme pour une classe de probléemes
dissipatifs (poster)
Congrés Jeunes Chercheurs en Mathématiques Appliquées du CMAP

Schémas numériques uniformément précis pour une classe de problémes dissipatifs
(exposé 30min)

Congres d’Analyse Numérique pour les Jeunes de la SMAI

Schéma numeériques uniformément précis en tout temps pour une classe de pro-
blemes diffusifs (exposé 1h)
Séminaire doctorant Landau, Univ. Rennes 1

Micro-macro methods for stiff central manifold problems (poster)

Séminaire “Numerical Methods for Multiscale Models arising in Physics and Bio-
logy” du projet ANR MoHyCon

© Maédiation scientifique

MATh.en.JEANS @ Collége Romain Rolland, Erstein i 2023 - 2024

Introduction a la recherche dans un cadre ludique au collége, de 'écriture de sujets 1 a la mise en
forme de résultats.

Blog personnel - https:/tremelow.github.io/blog/ i depuis 2024

Recommandation de vidéos de mathématiques récréatives et rédaction d’articles.

Parcours Enig’Maths - Féte de la Science @ Strasbourg @ oct. 2023

Enigmes mathématiques pour personnes de tout age.

1. https:/www.mathenjeans.fr/content/College-Romain-Rolland-Erstein-2023-2024
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3 Activités d’enseignement

© Résumé du dossier

Enseigner fait partie de mon équilibre de travail, et, depuis ma deuxiéme année de doctorat,
j'essaie de toujours associer cette mission a ma fonction de chercheur. J'ai enseigné en doctorat,
en ATER et en post-doctorat, pour un total d’environ 420 heures, dans différents établissements
(IUT, université, école d'ingénieur, classe préparatoire), a différents niveaux (de la L1 au M1), a
différents degrés de responsabilité et sur différents sujets. Je suis notamment intervenu sur le
tronc commun de mathématiques a I'Ensimag (Grenoble INP), en analyse, méthodes numériques,
probabilités et statistiques, et sur les cours de C++ en deuxiéme année.

Sur 'année 2023-2024, j’ai eu la chance de prendre en charge le cours de calcul scientifique
du M1 de I'Université de Strasbourg, précédemment géré par Philippe HELLUY. D'une part, j'ai
dd me confronter a la charge de travail et aux difficultés que cette responsabilité impliquait : les
objectifs pédagogiques, la prise en compte des pré-acquis, le minutage des cours... D’autre part,
cela m'a permis de développer ma maniére de faire cours, et d'apporter une touche personnelle :
I'importance de la répétition, les TPs en Julia, des éléments d'intégration géométrique...

Les enseignements mathématiques que j'ai effectués sont généralement indissociables d'en-
seignements en programmation—dans différents langages, compilés ou non, avec des objectifs
variés. Pour les étudiants, il est indispensable de savoir programmer pour certains sujets comme le
calcul scientifique ou les statistiques, mais méme dans d’autres contextes, il apprécient ces com-
pétences qui leur permettent d'illustrer certains concepts et d’étre plus compétitifs dans une re-
cherche d’emploi. Pour ma part, cette interaction papier-machine est une part intrinséque de ma
réflexion mathématique, il est donc naturel que cela apparaisse dans ma maniére de transmettre
des connaissances. De maniére similaire, j'aime partager I'aspect ludique des mathématiques, par
exemple avec MATh.en.JEANS.

¢ Sujets et mots-clés

Connaissances Nombres complexes = Intégration = Fourier périodique  Suites numériques
générales Séries numériques | Calcul asymptotique  Algébre linéaire  Calcul matriciel

Systémes d’évolution

Analyse Intégration de Riemann  Intégration de Lebesgue  Intégrales a paramétres
Intégrales multiples = Transformée de Fourier | Espaces de Banach

Suites de Cauchy = Equations aux dérivées partielles

Programmation Python  C++ moderne  Programmation orientée objets  Doxygen

Templates = Analyse de performances = Diagrammes UML

Méthodes Scilab  Julia | Notebooks Jupyter Interpolation polynomiale
numeriques Factorisation matricielle = = Méthodes itératives linéaires
Systémes non-linéaires = Optimisation quadratique  Différences finies

Schémas temporels = 0-schéma = Schéma de Rusanov
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L. Trémant

Probabilités Lois discrétes = Lois continues = Calculs conditionnels ' Lois bivariées

Fonction génératrice = Processus de Markov

Statistiques R  Graphe de probabilité = Régression linéaire = Estimateurs des moments
Biais et variance d’estimateur = Régression linéaire Intervalles de confiance

Maximum de vraisemblance Tests d’hypothése Information de Fisher

¢ Langages de programmation enseignés et contexte

Julia  Implémentation de méthodes de différences finies 1D et 2D, en M1 a I'uni-
versité.

Python  Pour les débutants en analyse numérique et en programmation, en L2 a
l'université et en L3 en école d’'ingénieur.

C++  Pour la programmation orientée objets et le calcul scientifique en M1 en
école d'ingénieur.

Scilab  Introduction au calcul scientifique et illustration de certains concepts ma-
thématiques, en IUT.

R Pour illustrer certains concepts de probabilités et statistiques, en L3 en
école d'ingénieur.

© Détail des matiéres enseignées avec volumes horaires

¢ Année 2023-2024 (88 heqtd)

Calcul Scientifique - Cours 14h, TP 14h (M1) @ Univ. Strasbourg

Objectif  Introduction aux méthodes de différences finies pour les EDP (chaleur, ad-
vection, transport non linéaire, ondes) avec conditions au bord homogénes.
Implémentations en Julia.

Responsabilité  Réferent du cours, accompagné de Victor MICHEL-DANSAC pour les TP.

Khélles (ou colles) de Mathématiques - 40h (MPSI) @ Lycée Kléber, Strasbourg

Objectif  Evaluations orales hebdomadaires sur le programme de MPSI : raisonne-
ments logiques, suites numériques, éléments d'analyse et de calcul différen-
tiel, structures algébriques, arithmétique élémentaire, algebre linéaire...

Référente  Delphine COTE

¢ Année 2022-2023 (35 heqtd)

Analyse numérique appliquée - TD é6h, TP 12h (L2) @ Univ. Strasbourg

Objectif  Introduction a I'analyse numérique pour les L2 Informatique, avec un accent
sur la résolution de systémes linéaires.

Référent  Clémentine COURTES
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Calcul scientifique - TD & TP 16h (L2) @ Univ. Strasbourg

Objectif  Introduction a I'analyse numérique pour les L2 Mathématiques, avec un
accent sur les méthodes d'interpolation et la résolution de systémes non-
linéaires.

Référent  Michaél GUTNIC

Investissement  Rédaction des sujets d’examen (TP) avec mes collégues vacataires.

¢ Année 2021-2022 (176 heqtd)

Modélisation et programmation - cours & TP 9h (M1) ® Ensimag, Grenoble

Objectif  Fournir des bases de programmation orientée objet en C++ a travers un
projet de génération de lois de distribution.

Responsabilité  Co-référent du cours avec Jean-Baptiste DURAND

C++ pour les mathématiques appliquées - TP projet 16.5h (M1) @ Ensimag, Grenoble

Objectif  Fournir des bases de programmation orientée objets en C++ 3 travers un
projet de simulation de particules.

Référent  Christophe PICARD

Méthodes numériques de base - cours 6h, TD 16.5h (L3) @ Ensimag, Grenoble

Objectif  Présenter certaines notions de méthodes numériques pour la résolution
d’équations (linéaires, non-linéaires et différentielles) avec un accent sur la
complexité et les risques d’erreur.

Référents  Stefanie HAHMANN & Guillaume JAMES
Investissement A mon initiative, les concepts d'interpolation polynomiale et la résolution

numérique d'équations différentielles ont été illustrés a I'aide de notebooks
Jupyter en Python.

Principes et méthodes statistiques - TD 24h, TP 9h (L3) ® Ensimag, Grenoble

Objectif  Obtenir de bonnes bases pour I'étude statistique en faisant un lien fort
avec des notions de probabilités.

Référent  Olivier GAUDOIN

Tutorat en mathématiques - 20h (L.3) ® Ensimag, Grenoble
Description  Accompagnement personnalisé d’'un étudiant étranger en difficulté sur le
cursus mathématique. Notions d'algébre, d’espaces vectoriels et de proprié-
tés sur les fonctions.
Bases de Données - projet 15h (M1) - projet ® Ensimag, Grenoble

Description  Mise en place d'une base de données pour un site de vente en ligne a partir
d’un cahier des charges.

Référent  Christophe BOBINEAU.
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Probabilités appliquées - TD 19.5h (L3) ® Ensimag, Grenoble

Objectif  Fournir des bases de connaissances pour les lois de probabilités usuelles,
avec quelques notions de modélisation de phénoménes stochastiques.

Référent  Clovis GALIEZ

Analyse pour l'ingénieur - TD 18h, TP 12h (L3) ® Ensimag, Grenoble

Objectif  Introduire la notion d’intégrale de Lebesgue et les espaces fonctionnels
associés, en comparaison avec l'intégration selon Riemann. Présenter
quelques propriétés de la transformée de Fourier dans L' (R), L?(R),
H*(R/Z). Fournir des bases sur la notion de norme et de convergence dans
les espaces vectoriels de dimension infinie.

Référents  Emmanuel MAITRE & Valérie PERRIER

¢ Année 2020-2021 (64 heqtd)

Outils Logiciels (formation Génie Electrique) - TP 56h (L1, L.2) @® IUT Rennes
Référente  Virginie BOUTELOUP
it |UT Rennes, Univ. Rennes 1
@ virginie.bouteloup@univ-rennes1.fr
Description  Utilisation de Xcas pour l'illustration de concepts mathématiques de base.

Implémentation de méthodes de calcul numérique en Scilab. Rédaction de
compte-rendus scientifiques avec LibreOffice.

Organisation Moodle  Distribution de devoir et de documents
a distance Microsoft Teams  Mis en place par I'lUT 3 la rentrée de septembre 2020

Investissement e Réflexions sur les modalités d’évaluation
e Acteur de la transition vers Python (depuis Scilab)

e Rédaction d'un sujet de mini-projet facultatif ¢ sur la visualisation de la
période de Pisano, inspiré par la vidéo de Jacob Yatsko
(https:/www.youtube.com/watch?v=01eLKODSCqw)

a. Disponible sur mon blog : https:/tremelow.github.io/blog/tp-pisano/

Oraux blancs CAPES de Mathématiques - 8h (M1) @ Univ. Rennes 1
Description  Evaluation de la qualité et de la pertinence scientitique de présentations

orales pour I'épreuve scientifique du CAPES.
¢ Année 2019-2020 (62 heqtd)

Outils Logiciels - TP 50h (L1) @ IUT Rennes
Description ~ Méme cours qu'en 2020-2021 avec Virginie BOUTELOUP.

Analyse et Probabilités Appliquées - TP 12h (L2) @ Univ. Rennes 1
Description  Implémentation de méthodes d’analyse numérique et d’analyse statistique
en Python.

Référent  Stéphane BALAC
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4 Présentation des travaux de recherche

Dans cette partie, j'effectue la présentation analytique de mes travaux de recherche, en deux
sections. La premiére section s'intéresse aux développements asymptotiques pour des problémes
double-échelle et a leur utilisation pour les méthodes numériques. La seconde s’intéresse aux
propriétés géométriques d'équation différentielle, et a leur prise en compte pour les dévelop-
pements asymptotiques et I'apprentissage par réseaux de neurones. En vertu de l'article 29 de
l'arrété du 6 février 2023, une derniére section présente les résumés synthétiques des publica-
tions mentionnées. Les références bibliographiques sont listées dans les derniéres pages de ce
document.

© Développements asymptotiques pour problémes double-échelle

Une part de mes recherches porte sur des probléemes « double-échelle » dont la loi d'évolu-
tion mélange un phénomeéne de durée caractéristique courte ¢ avec une dynamique plus lente.
Spécifiqguement, ceux que j'étudie se distinguent en deux catégories. D’une part, les problémes
hautement oscillant, par exemple des particules chargées dans un fort champ magnétique, qui
oscillent rapidement autour d’'un guide central. D'autre part, les problémes a relaxation rapide,
par exemple des modéles collisionnels ou la solution rejoint une sous-variété a dynamique lente
(e.g. une maxwellienne) aprés un temps court.

Ces problémes deviennent raides (i.e. les dérivées dégénérent) lorsque le paramétre carac-
téristique ¢ tend vers zéro, et donc leur simulation numérique rencontre des problémes connus
de réduction d’'ordre [40] lorsque le pas de temps At est grand par rapport au temps caracté-
ristique.2 Comme la borne d’erreur du schéma dépend de ¢, l'ordre de convergence empirique
(observé) peut étre inférieur a I'ordre théorique qui correspondrait au régime At < .

Pour décrire avec pertinence I'erreur d'un schéma numérique, il faut étendre la notion d’ordre
de convergence pour prendre en compte cette interaction entre le pas de temps et la durée carac-
téristique. Une extension naturelle est celle d'ordre asymptotique, qui revient a étudier le schéma
aprés un passage a la limite ¢ — 0. En général, cette limite n’existe pas, 3 mais si le schéma limite
est bien posé, on parle de méthode préservant I'asymptote (AP) [27]. Le point aveugle de cette
notion est le régime intermédiaire At ~ &, qu’on peut capturer avec la convergence uniforme, le
supremum de l'erreur pour toutes les valeurs de .

En notant ¢ — u*(¢) la solution continue et (u5),, la solution numérique a ¢ fixé, ce paradigme
est résumé dans le diagramme ci-dessous : I'ordre standard s décrit la convergence dans le régime
e « grand » (de taille ), I'ordre asymptotique a décrit la convergence pour pour ¢ arbitrairement
petit, et 'ordre uniforme ¢ décrit I'erreur « au pire » pour tous les régimes possibles.

us (1) =0 - u(t)
+
S ¥ S}
€0 ‘ . 0
(us0) — (u0)

2. Je ne mentionne pas ici les méthodes a pas de temps adaptatif, qui vont naturellement éviter ces pas de temps
élevés, au prix d’'une forte augmentation des colts de calcul.

3. Par exemple le probléme $u®(t) = cos(t/e)u® (t) a pour solution ¢ ~— u(0)e® *™(*/=) qui admet une limite ¢ — 0.
Pourtant, a At fixé, la solution numérique par une méthode de Runge-Kutta standard n'admet pas de telle limite.
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Dans le cas ot la méthode dégénére pour certains couples (At, ) ou dans la limite e — 0, on pose
respectivement ¢ = 0 et a = 0. La seule relation a priori entre ces ordres est ¢ < min(s, a). Pour
les probléemes hautement oscillant, les schémas standards donnent ¢ = a = 0, mais les méthodes
asymptotiques comme I’homogénéisation peuvent donner a > s = 0. Ces ordres dépendent a la
fois du schéma numérique et du probléme considérés.

¢ Contributions a la convergence uniforme par méthode micro-macro

Lapproche que j'utilise consiste a exploiter la connaissance asymptotique ¢ — 0 pour séparer
le probléme en deux parties. La partie « macro » non-raide qui, combinée a un changement de va-
riable, permet d’obtenir la solution avec une erreur O(¢™) pour n arbitraire. La partie « micro » qui
représente |'erreur d’approximation.Dans le cadre initial de problémes hautement oscillants [9,
11], la partie macro représente la dynamique de dérive, que le changement de variable corrige
avec des petites oscillations calculées symboliquement. La partie micro compense I'erreur com-
mise sur la dérive et les oscillations, surtout dans le régime ¢ « grand. » Bien qu'équivalent au
probléme d’origine, ce nouveau probléme micro-macro est mieux posé, au sens ou ses dérivées
dégénérent a un ordre plus élevé. Cela permet d'utiliser des schémas numériques classiques sur
ce nouveau probléme sans subir de réduction d’ordre.

Extension a des problémes a relaxation rapide

Dans [T1], jai travaillé sur des problémes a relaxation rapide qui rejoignent une sous-variété
de dynamique lente en temps court, principalement des modeéles jouets pour mieux comprendre
les cas important d'équations aux dérivées partielles. Les méthodes adaptées a ces problémes
réussissent généralement a capturer la bonne sous-variété et sont précises a I'état final, mais
la précision est dégradée pendant la phase transitoire.* Nous avons dérivé un probléme micro-
macro dans ce nouveau contexte.

Une hypothése majeure est que les valeurs propres de l'opérateur de relaxation sont en-
tieres, ce qui permet d'effectuer un changement de variable formel ¢ < it pour obtenir a un
probléme hautement oscillant avec oscillations périodiques. Nous appliquons alors la démarche
de moyennisation de [11] et effectuons le changement de variable inverse, qui fournit une dé-
composition micro-macro pour le probleme a relaxation rapide d’'origine. Contrairement au cadre
hautement oscillant, dans ce contexte la partie linéaire raide apparait toujours dans le probléme
micro-macro, mais on peut néanmoins utiliser des méthodes exponentielles [26, 25] ou des mé-
thodes IMEX [16, 19] et obtenir une précision uniforme d’ordre arbitrairement élevé, alors que
ces méthodes subissent normalement la réduction d'ordre. J'ai effectué les calculs symboliques
a priori des simulations en Maple et implémenté les schémas numériques en Julia.

Application a des problémes cinétiques et hyperboliques

Un exemple particulier qui nous intéressait dans [T1] est le modéle cinétique a noyau de col-
lision linéaire de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) [3, 36]. Ce modéle décrit I'évolution d’'une distri-
bution de particules qui dépend des variables (¢, z,v) de temps, d’espace et de vitesse respec-
tivement, et ¢ représente le parcours moyen entre deux collisions pour une particule. Le com-
portement asymptotique (dans la limite ¢ — 0) de ce probléme est connu et il est bien capturé
par certaines méthodes AP [27, 31, 1], voire UA d’'ordre 1 [15]. Dans [T1], nous considérons le
cas simple a deux vitesses v € {—1,+1}, aussi appelée probleme du télégraphe. Ce probléme
ne rentre pas directement dans le cadre de nos preuves, mais grace a une relaxation de type
Rosenau [38] et avec conditions au bord périodique, nous construisons une méthode d'ordre 2

4. Par exemple la méthode d’Euler implicite appliquée au modéle & = —u /e avec un pas de temps At = ¢ fournit
une mauvaise approximation dans la phase transitoire : u; = 1/2 alors que u(At) = u(e) = e~'. Mé&me pour un pas
de temps arbitrairement petit, il existera toujours une valeur de ¢ pour laquelle I'erreur sera dégradée.
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a précision uniforme. La méme approche nous permet aussi de traiter une classe de problémes
hyperboliques présentée dans [28], en utilisant cette fois des différences finies.

Extension a des problémes linéaires avec forcages quasi-périodique et évanescent

Dans [T2], on s'intéresse a la simulation d'un probléme issu du modéle de Bloch analysé
dans [5] qui décrit I'évolution des niveaux d'énergie dans une boite quantique, ou le temps ca-
ractéristique ¢ est un facteur de normalisation des fréquences propres de la boite. Ce probléeme
linéaire mélange deux forcages de méme temps, un quasi-périodique (i.e. avec un nombre fini de
fréquences non-résonantes) et un exponentiellement décroissant. La difficulté provient principa-
lement du caractére quasi-périodique qui introduit des petits diviseurs dans les développements
asymptotiques, mais les techniques de développement asymptotique s’adaptent bien a ce nou-
veau cadre au prix d’'une hypothése d’analyticité par rapport a la phase. Nous construisons itéra-
tivement des changements de variables d'ordre asymptotiques croissants, mais de rayon d’ana-
lyticité (par rapport a la phase) décroissant. Cela nous permet de dériver un probléme micro-
macro qui peut étre simulé numériquement avec des schémas d'ordre plus élevé, et d’obtenir
une convergence uniforme sur le probléme issu du modéle de Bloch. Il est & noter que ces hy-
pothéses de décroissance exponentielle et d’'analyticité pourraient étre relaxée dans le cas de
développements a un ordre fixé.

© Problémes avec considérations géométriques

Le deuxiéme axe de ma recherche concerne les problémes avec propriétés géométriques. Les
plus connus sont les probléemes hamiltoniens canoniques, c’est-a-dire les systémes décrits par
leur position et leur quantité de mouvement, dont les équations différentielles dérivent d’'un ha-
miltonien parfois appelé énergie. Ces propriétés peuvent aussi étre la préservation du volume
(champs a trace nulle), ou une structure hamiltonienne non-canonique (avec un potentiel sym-
plectique en plus de I'hamiltonien). Pour ces problemes, I'intérét porte généralement sur la si-
mulation en temps long, et donc pas sur la précision au sens usuel mais sur la préservation des
propriétés géométriques au cours de la simulation. Cela requiert I'utilisation de schémas numé-
riques adaptés [23], par exemple le schéma d’'Euler symplectique, ou le plus célebre schéma du
point du milieu implicite.

¢ Contribution aux méthodes de moyennisation

Les développements asymptotiques ne préservent pas nécessairement la structure géomé-
trique, ®> mais pour les problémes hautement oscillant, la moyennisation « stroboscopique » [10,
9] a généralement de bonnes propriétés a cet égard. Dans [T3], j'ai travaillé sur ces méthodes
dans un cadre théorique général. Lobjectif n’était pas de trouver de nouveaux résultats mais
de présenter des résultats connus dans un cadre original et concis. Une section est dédiée aux
problémes autonomes, ou les oscillations proviennent d’'une partie raide linéaire engendrant un
groupe périodique et ou la dérive provient d’'une partie non-raide non-linéaire. Nous montrons
que la procédure de moyennisation préserve le caractére autonome du probléme et revient a
trouver un changement de variable qui modifie les parties raides et non-raides pour qu’elles com-
mutent. Cela correspond a des résultats sur les formes normales telles que présentées dans [39].

Le reste de la réflexion porte sur le cas d’'un probléme 3 oscillations forcées. ® Nous montrons
que la procédure de moyennisation préserve les propriétés géométriques du probléme a une

5. Par exemple, pour une matrice M, si tr(M) = 0, alors det(e) = 1 mais 'approximation e ~ id + ¢ M perd
cette propriété géométrique.

6. Un probléme a oscillations forcées peut en particulier provenir d'un probléme autonome « filtré », i.e. si un pro-
bleme s'écrit y = L Ay + f(y), on considére plutdt u(t) = e ey (t).
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fonction plate (en ¢) pres, et que la précision a un ordre O (&™) sur la solution se traduit automati-
quement en erreur du méme ordre sur la structure géométrique. Ces résultats sont spécifiques a
la moyennisation stroboscopique, pour laquelle le flot exact coincide au flot du champs de vec-
teurs moyen aux temps ¢t € ¢N, et donc les propriétés géométriques sont respectées au moins
en ces temps. A l'aide d’estimées de Cauchy, nous montrons que le champs de vecteurs moyen
est asymptotiquement trop « lent » par rapport a ce temps caractéristique ¢ pour dévier signifi-
cativement des conditions géométriques en jeu.

¢ Contribution a I'apprentissage géométrique

Depuis quelques années, les réseaux de neurons sont utilisés pour reconstuire les champs de
vecteurs sous-jacent d'équations différentielles a partir d’observations de trajectoires [13]. Pour
cela, le réseau prend en entrée un point de I'espace des phases et renvoie un champs de vec-
teurs en ce point. Les réseaux sont des fonctions paramétriques dont les parameétres sont ajustés
pendant la phase dite d’« entrainement » de maniére stochastique [29]. Pour les problémes hamil-
toniens non-canonique, il est préférable [14] d’apprendre I'hamiltonien et la forme symplectique
qui les caractérise. Cela est vérifié a I'aide de simulations a haute précision : la dynamique apprise
est alors correcte en temps court, et les propriétés en temps long de stabilité et de préservation
d’énergie sont également satisfaites.

Néanmoins, en effectuant des simulations en temps long avec un schéma numérique « géo-
métrique » adapté a ces problémes [20], nous observons dans [T4] que l'erreur et la condition
de stabilité sont moins bonnes pour le probléeme appris que pour le probléme d'origine. Nous
conjecturons que ce comportement est d a I'apprentissage d'invariants qui perturbent le poten-
tiel symplectique et qui aparaissent dans le schéma mais pas dans la dynamique—une considéra-
tion jusqu’alors ignorée pour I'utilisation de ces méthodes. Pour remédier a cela, nous modifions
la méthode d’apprentissage en minimisant I'erreur du schéma plutét que 'erreur sur le champs de
vecteur. Cette approche est validée sur une équation de Lotka-Volterra et un modéle de particule
chargée de masse nulle dans un champ électromagnétique, pour lesquels les simulations sont plus
précises avec notre méthode qu'avec I'approche usuelle. En revanche, ce nouvel apprentissage
implique que les simulations (I’évaluation) soient effectuées avec le méme schéma et le méme
pas de temps que l'apprentissage. Nous illustrons I'importance de ne pas violer cette restriction
et argumentons son bien-fondé. Pour finaliser I'article, nous souhaitons également I'appliquer a
des modéles particulaires de la physique des plasmas, notamment le modéle de centre guide.

© Résumés des publications

[T1] A uniformly accurate numerical method for a class of dissipative systems

On considére des systémes a relaxation rapide avec terme de raideur linéaire, et on effectue
des développements asymptotiques pour séparer le probléme en deux parties : une « micro »
de taille ", et une « macro » non raide. La partie macro peut étre calculée avec des schémas
usuels, et la partie micro présente une raideur « retardée », c'est-a-dire qu’elle n'apparait qu'a
partir d'un certain ordre. On peut donc résoudre le probléme micro-macro avec une précision
uniforme d'ordre n, et reconstruire la solution du probléme initial avec la méme précision. Ce
résultat est valide en dimension finie, et on I'étend partiellement a des équations aux dérivées
partielles, notamment a un modéle cinétique a deux vitesses appelé équation du télégraphe.
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[T2] Multi-frequency averaging and uniform accuracy towards numerical approximations for a

Bloch model
L'évolution des niveaux d’énergies dans des boites quantiques avec forcage électromagné-

tique mélange des dynamiques d'oscillations rapides a fréquences multiples et de relaxation
rapide. On considére ici un systéme issu du modéle de Bloch qui comporte un forcage multi-
fréquence et un forcage exponentiellement décroissant, de (petit) temps caractéristique partagé.
Du fait du caractére multi-échelles de ce probléme, les méthodes numériques usuelles présentent
un ordre de convergence dégradé, dans un phénomene appelé réduction d’ordre. Nous exploi-
tons des développements asymptotiques pour dériver un nouveau probléme équivalent appelé
probléme micro-macro. Notre résultat est double : on montre que notre construction peut-étre
conduite a un ordre arbitrairement élevé, et que le probléme micro-macro peut étre résolu avec
une précision uniforme, i.e. sans réduction d'ordre. Cette précision est préservée sur la solution
du probléme d'origine.

[T3] Averaging in a Nutshell

Cet article synthétise de résultats de moyennisation récents qui se concentre notamment sur
la moyennisation stroboscopique, et fournit des preuves originales pour la conservation de pro-
priétés géométriques par le champ moyen. On montre que la définition méme du champ moyen
suffit 8 démontrer ces propriétés sans avoir besoin de construire ce champ a l'aide de séries
formelles, contrairement a I'approche historique.

[T4] Neural symplectic forms based on discrete Lagrangians for long-time simulation

Dans l'apprentissage de champs de vecteurs hamiltoniens, il a été montré que I'encodage de
la structure était important pour obtenir des bonnes propriétés de stabilité lors de simulations
en temps long. Nous observons que ces dynamiques apprises interagissent mal avec des sché-
mas « géométriques » pourtant adaptés a cet usage, les intégrateurs variationels dégénérés. Pour
combler ces lacunes, nous modifions la fonction de loss pour minimiser I'erreur sur schéma plutot
que l'erreur sur le champs de vecteur. Cette approche est validée sur des modeéles particulaires
de la physique des plasmas, notamment le centre guide, pour lesquels les simulations sont plus
précises avec notre méthode qu'avec I'approche usuelle. En revanche, ce nouvel apprentissage
implique que les simulations (I'évaluation) soient effectuées avec le méme schéma et le méme pas
de temps que l'apprentissage. Nous illustrons I'importance de cette restriction et argumentons
son bien-fondé.

[T5] Méthodes d’analyse asymptotique et d’approximation numérique : problémes d’évolution
multi-échelles de type oscillatoire ou dissipatif

Les problémes a relaxation rapide apparaissent dans de nombreux systémes physiques ou bio-
logiques, notamment dans le cadre de modéles cinétiques avec collisions. Leur comportement
mélange une dynamique de relaxation de temps caractéristique ¢ et une partie lente d’interac-
tions (généralement non-linéaire) ou de transport. Malgré le développement depuis les années
1980 de méthodes de résolution adaptées peu coliteuses (i.e. stables et essentiellement expli-
cites), un probléme demeure : la précision des méthodes est dégradée lorsque le pas de discré-
tisation est d'ordre . Dans ce manuscrit, on présente une méthode pour dépasser cette limite.
L'approche mise en ceuvre consiste a effectuer des développements asymptotiques par rapport
au parametre ¢ de sorte a pouvoir séparer le modeéle asymptotique et son erreur; on parle alors
d'un probléme micromacro. Ce nouveau probléme peut étre résolu numériquement et on re-
construit la solution du probléme d’origine avec une précision indépendante du paramétre ¢.
Nos développements asymptotiques font appel a des résultats récents de moyennisation, si bien
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gu’un chapitre de ce manuscrit est dédié a I'exposition de preuves originales de certains résultats
de moyennisation connus. On discute en outre d’extensions possibles de nos résultats.

5 Projets de recherche

¢ Développements asymptotiques et micro-macro

Implémentation efficace et automatique des développements micro-macro
B. Bidégaray-Fesquet  C. Jourdana

Il nous semble que la popularisation de ces méthodes micro-macro est limitée par la com-
plexité des résultats théoriques et des calculs symboliques nécessaires. Cependant, dans cer-
tains contextes (e.g. celui de [T2]), le forcage peut étre décomposé en série de Fourier ou de
Laplace, et donc les calculs a priori peuvent étre effectués de maniere efficace et automatique.
Une premiére étape traiterait le cas linéaire, en calculant simplement les coefficients de Fourier
(matriciels) du changement de variable et du champs moyen. Pour le cas non-linéaire, I'’équation
qui définit le changement de variable implique une dérivée spatiale (de I'espace des phases), mais
le calcul pourrait étre effectué en utilisant soit des différences finies comme dans [12] ou de la
différentiation automatique [34]. En se concentrant sur I'implémentation de ces calculs sans se
préoccuper des questions théoriques précédemment traitées, nous rendrions ces méthodes plus
accessibles a des usagers en dehors de la communauté mathématique.

Moyennisation géométrique, cas quasi-périodique non-linéaire

Dans [9], les développements asymptotiques de moyennisation sont effectués sur des pro-
blémes non-linéaires mono-fréquences. Dans [T2], nous effectuons nos développements sur des
problémes linéaires multi-fréquences, sans considérations géométriques. En travaillant sur ces
problématiques, nous avons remarqué que les difficultés liées aux non-linéarités semblent indé-
pendantes de celles liées aux fréquences. Il est naturel de rassembler ces travaux pour continuer
a généraliser cette approche. Cela permettrait par exemple de traiter I'équation de Schrodinger
non-linéaire dans des domaines rectangulaires plutot que carrés.

Développement micro-macro du modéle de Bloch complet  B. Bidégaray-Fesquet ' C.Jourdana

Les résultats de [T2] concernent un probléme issu du modéle de Bloch, mais pas le probleme
directement, qui lui comporte une partie raide qui induit une relaxation et des oscillations, ainsi
gu’un forcage quasi-périodique. Ces résultats ou ceux de [9, T1] ne s’appliquent pas a ce pro-
bléme, bien que I'approche semble généralisable a ce nouveau cadre d’'un point de vue formel.
Cette démarche est aussi encouragée par [8] ou une dynamique hautement oscillante est ajoutée
a un probléme a relaxation rapide, sans impact majeur sur les résultats de probléemes de relaxa-
tion. Nous souhaitons donc traiter ce probléme complet de maniére rigoureuse.

¢ Etude théorique de schémas numériques

Précision uniforme par itérations de Picard | B. Bidégaray-Fesquet ' C.Jourdana

Pour le probleme de Bloch complet, et d'autres problémes double-échelle, une nouvelle ap-
proche consisterait a calculer un schéma a priori a partir d’itérations de Picard. Cela éviterait la
réduction d'ordre des méthodes exponentielles [30] et intégrales [11], malgré leur similarité. Ces
méthodes sont basées sur la formulation intégrale des équations, 7 ou, grossiérement, I'inconnue
t — u(t) dans l'intégrale est spécialisée en un point connu On pourrait tirer profit d’itérations de

7. Par exemple pour un probléme i = Au + f(u), on utilise u(t) = e'*u(0) + f; e~ f (e u(s))ds.
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Picard avant d'effectuer cette spécialisation, et calculer les intégrales imbriquées alors obtenues
par calcul symbolique. Certains tests préliminaires sur le modéle de Bloch indiquent que cette
méthode permet d'obtenir un ordre de convergence uniforme arbitraire, mais sa convergence
théorique doit encore étre étudiée.

Analyse d’erreur rétrograde pour intégrateurs variationnels dégénérés M. Kraus

Un outil important pour I'étude des comportements en temps long des schémas numériques
est I'analyse d'erreur rétrograde (backward-error analysis) [23, Sec. IX]. Cela revient a considérer
la solution numérique comme la solution exacte d’un probléeme modifié, qui différe du probléme
d’origine par une perturbation. On peut calculer cette perturbation avec une série entiére (for-
melle) en At dont les coefficients dépendent du champs d’origine et du schéma. Pour les intégra-
teurs variationnels dégénérés [20, 7], les schémas « géométriques » que nous utilisons dans [T4],
il existe un hamiltonien et une forme symplectique perturbés. Ce sont les quantités que nous
apprenons avec notre méthode. Actuellement, il existe des analyses d’erreur rétrograde pour
d’'autres méthodes numériques similaires [23, 42], mais pas pour les intégrateurs variationnels
dégénérés. Cette analyse effectuée, nous pourrions inverser la relation entre les quantités mo-
difiées (apprises) et les quantités d’origine, comme cela est fait dans [17] pour le cas canonique.
Cela permettrait de dissocier I'apprentissage de I'évaluation, i.e. d'utiliser d’autres schémas nu-
mériques et d’autres pas de temps lors des simulations. Nous pourrions aussi identifier le terme
qui pose probléme lors d’'un apprentissage sur le champs de vecteurs [14] pour le pénaliser.

¢ Modéles cinétiques

Apprentissage et méthode ¢ f - particle-in-cell ' C.Courtés | E.Franck | L. Navoret

'équation de Vlasov-Poisson est un modéle cinétique courant pour les plasmas sans colli-
sion. Son comportement en temps long autour d'états stationnaires non-homogeénes est encore
un sujet de recherche actif [18, 21]. Numériquement, les méthodes ¢ f-PIC (particle in cell) [6]
ont justement été développées pour ce contexte, en limitant la résolution aux perturbations au-
tour d'un équilibre. Les réseaux de neurones, en I'occurrence des PINNs (Physic-Informed Neu-
ral Networks [37]) ou des NeuralOperators [32], sont justement efficaces pour apprendre des
familles paramétriques d’états d’équilibres, qui pourront ensuite étre corrigés par des méthodes
numériques J f-PIC bien connues. Cette approche de prédiction-correction (resp. neuronale et
numérique) autour d’'un équilibre a démontré son efficacité pour des problemes hyperboliques
avec méthodes Galerkin discontinues [22]. Dans un second temps, nous souhaiterons remplacer
ces états d'équilibre par des solutions apprises, 'apprentissage en temps long présentant un défi
en soi.

Stabilisation du développement asymptotique pour BGK

Le modele asymptotique obtenu pour I'équation du télégraphe dans [T1] fait apparaitre une
relaxation de type Rosenau [38], de sorte a stabiliser un terme de chaleur rétrograde. Il reste
a savoir comment « bien » stabiliser les développements d'ordre supérieur. J'ai remarqué que,
dans ce cadre, cette relaxation correspond a une approximation de Padé (voir p. ex. [35, 2]) du
développement formel obtenu naivement, en la variable £ avec ¢ le parameétre de relaxation et
¢ la fréquence spatiale en Fourier. En remplacant les polynémes par des fractions rationnelles,
cette méthode stabilise le comportement des hautes fréquences, tout en conservant la tendance
pour ¢ petit. Néanmoins, un calcul direct de ces fractions engendre des instabilités a des ordres
plus élevés a cause d'une singularité dans les valeurs propres, ce qui invite une investigation
minutieuse.
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Méthode micro-macro sur une transformation de Hopf-Cole

Comme la densité de particules f des modéles cinétiques est positive, on peut effectuer une
transformation de Hopf-Cole f = Me¥/¢ inspirée des développements BKW avec M la max-
wellienne d’équilibre. En décomposant 1) en deux parties (une qui capture la masse et I'autre le
reste) on fait apparaitre un probléme double-échelle avec une structure hamiltonienne. Des dé-
veloppements asymptotiques sur ) sont effectués jusqu’a I'ordre 2 de maniére ad hoc dans [33]
sans préservation de structure. Dans [24], cette transformation est utilisée pour construire un
schéma AP a l'ordre 1 qui capture naturellement la formation de diracs dans la limite ¢ — 0. Il
semble possible d’appliquer des raisonnements géométriques a cette catégorie de probléme pour
étendre les développements asymptotiques a des ordres plus élevés (de maniére systématique)
et obtenir une meilleure convergence. Cela permettrait aussi de mieux comprendre les difficultés
en jeu lorsque la relaxation raide est non-linéaire dans les développements asymptotiques.
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